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Elastick obru¢ zatlacime proti pevnému povrchu a nahle pustime. Obru¢
moze vysoko vyskogit. Preskimajte, ako zavisi vyska vyskoku od
relevantnych parametrov.
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problém bol Studovany v ¢lanku

Eunjin Yang and Ho-Young Kim: Jumping hoops
American Journal of Physics, Vol. 80,
Issue 1 (January), p. 19 (2012)

(v prezentacii pouzivam obrazky z tejto prace)
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Fyzikalna predstava

1. deformovanda obru¢ ma vys8iu energiu ako nedeformovana; tento prebytok
energie oznatme E,

2. po odstraneni pritlaku pomini dévody, aby obru¢ zostala deformovana
3. obru¢ sa bude snazit’ odstranit deformaciu, o ju odtlaci od podlozky

4. po odlepeni od podlozky sa deformacna energia E, premeni na energiu
postupného pohybu Ey;, a energiu vnatornych oscilacii E;, obruce

5. v gravitaénom poli sa energia postupného pohybu Ey;, premiefia na
potencialnu energiu (kolmy vrh)

hlavné ulohy:

a) zistit pociatoCnl rychlost postupného pohybu vy,
t.j. prerozdelenie energie E.; medzi Ey, a Eyip

b) zistit, Ci sa energia “nestraca” aj do inych stupnov volnosti
(podlozka, vzduch, zahrievanie,...)
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Relevantné parametre

Z fyzikélnej predstavy usudzujeme, Ze nasledovné
parametre su potencialne relevantné

geometrické parametre obruce:
polomer R

Sirka w

hribka

materialové parametre obruce:
modul pruznosti E

hustota p

medza pevnosti oy

ostatné potencialne relevantné parametre:
tuhost podlozky
odpor vzduchu
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Minimalny model

obrué~ 2 hmotné body 1 a 2 s hmotnostami m/2
sUradnice bodov: z; a z, pricom z» > z;

body spojené pruzinou s tuhostou K s
pruzina nedeformovana pre vzdialenost medzi bodmi .
Zo — 21 = L

f‘ks’f

3

PRIV PTS

body sa nachadzaju v gravitatnom poli zeme g
a ich pohyb je (nekoneéne tuhou podlozkou)
obmedzeny na hodnoty zy > 0az >0

Newtonove pohybové rovnice pre zrychlenia a; a ap:
m m
Eag = F2 = —Eg— K(22 —Z1 — L)
m
2
vyraz pre a; plati iba ak F; > 0;ina€ a; =0

m
ar = Fq :—§g+K(Zz—Z1 —1L)
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Odbocka 1: numerické rieSenie Newtonovych rovnic

ak v ¢ase t = 0 pozname polohy z;(0) a z»(0) a rychlosti v1(0) a v2(0),
potom v neskorSom (blizkom) Case t = At tieto veli€iny vieme vypocitat

nové slradnice:
Z4 (At) = Z1(0) + V1(0)At
ZQ(At) = 22(0) + VQ(O)At

nové rychlosti:

V4 (At) =V (0) + a4 (O)At

Vg(At) = V2(0) + ag(O)Al'

zrychlenia na pravych strandch mozno vypocitat z Newtonovych rovnic

22(0) = —g — 25 (2(0) — z(0) - L)

a1(0) = —g + 28 (2(0) — z(0) — L) alebo a;(0) =0

iterovanim tohto postupu mézeme (numericky) vypocitat suradnice a hybnosti
vo vSetkych ¢asoch, ktoré si nasobkami At
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Odbocka 2: analytické rieSenie Newtonovych rovnic

rychlosti su (prvé) derivacie suradnic podla ¢asu:
Az _

Vi=Z%377 =4
Az
Vo= 5F =2

zrychlenia su (prvé) derivacie rychlosti podfa ¢asu,

a teda druhé derivacie suradnic podra ¢asu:
Avy N2 F{-

=7 = AP =4
Av, A%z,
@=7f=Fr =2

Newtonove rovnice teda mozno zapisat v tvare, v ktorom vystupuju iba
funkcie z{(t) a zz(t) a ich (druhé) derivacie:

Z(t) = —g — 2 (z(t) — z1(t) - L)
Zt)=-g+ 2,,’,( (z2(t) — z¢(t) — L) alebo 2 (t) =0

ak vieme derivovat, vieme overit, &i funkcie z;(t) a z(t) spinaju tieto
tzv. diferenciélne rovnice

funkcie z(t), z2(t), z1(t) a z2(t) musia v ¢ase t = 0 nadobudat
predpisané (tzv. pociatotné) hodnoty suradnic a hybnosti
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Minimalny model: poCiatocna podmienka

2 EES SIS

rovnovazna konfiguracia modelu bez
vonkajsich sil; polohy ¢astic uréené z
rovhnic Fob =F; =0

rieSenie z; =0, zo = L — |, kde
- M9
T 2K

R. Hlubina (FMFI UK)

Drrpaply

pociato¢né konfiguracia po stlaceni
vonkajsou silou:

siradnice z1 =0,z =L —§
rychlosti vy = v, =0

energia (vzhladom k referen¢nej
konfiguracii bez deformécie):

Ei = K82 — Imgé
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Minimalny model: rieSenie pre malé Casy t <

rieSenie ma spociatku tvar
z(t)=0

Zo(t) = L—6+(5—1) (1 - cos 1) kde w = /4

ak v CGase t; slradnica z, nadobudne hodnotu L + /, potom sila Fy zane byt

kladnou a v tomto momente sa spodna Castica odlepi od podlozky
tato situacia nastane, iba ak 6 > 3/: malé stlacenia nevedu k vyskoku struny!
TMF 2013 10/22
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Minimalny model: rieSenie pre velké Casy t > t

pogiatoéné podmienky v &ase # = Y2 arccos 2L

suradnice: z1(t) =0, Zo(H) =L+

rychlosti: vi(t) = 0, va(t) = £/2(6 — 31)(0 + ) = 2vp

v éasoch t = t; + 0: pohyb systému = pohyb taZiska + vnatorné kmity
pohyb taZiska: kolmy vrh s pociato€nou rychlostou vy

vnutorny pohyb: kmity s frekvenciou w

sUradnice Castic:

21(6) = éu ~ coswh) + vo(0 — SNy _ 292
/ sinwf, g .,
22(9) = 5(1 + COSUJG) + VO(H + ) — 59 —+ L

R. Hlubina (FMFI UK) Obruce TMF 2013 11/22



sUradnice z; a z (v jednotkach §/2) ako funkcie bezrozmerného ¢asu w#;
predpokladali sme, ze £ =0.1a % =2
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¢asovy vyvoj slradnic zy, z; a polohy taziska (Ciara bez oscilacii);
tentokrat sme predpokladali, ze £ = 0.02a £ =2
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Minimalny model: vysledky

¢o je vySka odskoku?

do uvahy prichddza maximum kriviek z;(t) alebo z(t),
pripadne R(t) (kde R = (z1 + 2) je tazisko telesa)

v limite / < § sU vysledky pre vSetky definicie zhruba tie isté

predpokladajme teda / < ¢ a skimajme polohu taziska:
kolmy vrh s “pogiatonou” (t.j. v Ease t) rychlostou v ~ 1/ K&
“potiatocnd’” kineticka energia 3 Fmvé = 1K&? = }x deformagna energia

Vo ~ K52

maximalna vyska H = 35 ~ dmg

L

Cas dosiahnutia max. vysky T =t + 2 ~ g .
pruzinu sme na zaciatku museli stlacat silou F = Ko
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Vysledky pre plny valec

skimajme valec dizky L s podstavou S

stlacanie valca tlakom p = F/S spbsobi relativne skratenie §/L

Hookov zédkon p = E§/L mozno prepisat ako stla¢anie pruziny silou F = K9,
pricom musi platit K = ES/L

hmotnost valca mozno pomocou hustoty vyjadrit' v tvare m = pSL

nahradme K a m v minimalnom modeli veli¢inami E a p; dostaneme:

_ _E (5)2
maximalna vyska H =~ 4mg Zg (9)

i i ~8, /K 1 JES
Cas dosiahnutia max. vysky T ~ ¢4/ 5 = 4 /2p g

vysledky pre Ha T teda zavisia iba od materialovych parametrov a od
relativneho predlienia 7, ktoré je zadané tlakom pociatocného stlacania pp a
modulom E vztahom ¢ = £:

maximalna vyska H ~ ¢as dosiahnutia max. vy$ky T ~ —2

g\/2pE

4 gE’
aky material je optimalny?
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Vysledky pre obruc

Ewr®
RS

podla teérie kontinua pre tenkd obru¢ = <« R plati K ~
hmotnost obruCe je m = 2rRwrp

nahradme K a m v minimalnom modeli veli¢inami E a p; dostaneme:

maximalna vyska H ~ 4mg ~ % (1)2 (%)2

¢as dosiahnutia max. vysky T ~ \/; \/E%%

teda H a T opét nezavisia od absolutnych rozmerov, ale iba od materialovych
konstant, tvaru obruce 7/R a relativneho stlacenia 6/R
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Experimentalne vysledky pre H (Yang-Kim)

107

(Hih)-

A

2

o

Material 7 {pm}R (mm)

» polyimide
& polyimide
u palyimide
o polyimide
a polyimide
o paolyimide
& steel
* steel
o steel

2

(CR/R*) - 10°

125
125
125
75
75
75
120
120
120

10
15
20
10
15
20
15
20
n

dobry sulad pre malé deformécie 6/R, odchylky pre velké deformécie
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Vplyv trenia o vzduch (Yang-Kim)
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vlavo: porovnanie experimentu a teérie pre ¢asovy vyvoj vysky obruce po
zapocitani trenia o vzduch imerného Stvorcu rychlosti

vpravo: porovnanie exp. a teor. zavislosti maximalnej vysky skoku mnozstva
vzoriek od parametra ¢ charakterizujiceho trenie o vzduch
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Co mozno vylepsit u Yang-Kim (tedria)

z teoretickych Gvah Yang-Kim vyplyva, Zze pomer “pociatoCnej” postupnej a
vibraénej energie je Eyy, : Evin = 8 : 5, teda Ey;, ma predstavovat zlomok
8/13 = 0.62 z energie deformovanej obruce E.;; na fitovanie experimentu
vSak pouzivaju zlomok 0.57 - analyza teda nesedi

dve teoretické nepresnosti:
1. poCiatoCny tvar deformovanej obruée neméze byt spravny

2. pocCiatoCna frekvencia vibracii musi byt ind ako frekvencia vibracii po
odlepeni od zeme (v minimalnom modeli frekvencie w/v/2 a w: pre€o?

mozné vylepSenie analyzy:
numericka simulacia sady hmotnych bodov pospajanych pruzinkami

k analyze trenia o vzduch:
je zvoleny model trenia spravny? zdévodnit' - pripadne zmenit
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Pruzinkovy model
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pruzinky medzi hmotnymi bodmi

hmotné body nedeformovanej mriezky

gravitacia v modeli nie je potrebnd, staci vypocitat “pociato¢nd” posuvnu
rychlost (tesne po odlepeni)
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zariadenie na kontrolovany
pritlak a meranie zavislosti
sily Fo od deforméacie ¢

uvolnenie obruce:
prestrihnutim lanka

\ / pozorovanie odskoku:
v rychlobezny fotoaparat
] (v zabere aj kalibracné
pravitko)
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Optimalizacia experimentu

maximéina vyska H ~ = (%)2 (%)2

obmedzenia maximalnej deformacie:
1. geometria: 4 <2 — %

3
2. maximalna deformacna sila Fax: & < £ (8)

3. medza pevnosti o & < % (5)3

T

obmedzenia 2 a 3 mozno zapisat naraz: (5)° & < %, kde o = min(cy, £a)

ked'Zze obvykle o¢ <« E, kombinovanim s obmedzenlm 1 vidno, Ze maximalne
H sa pri splneni podmienok 1 az 3 dosiahne pre:

~ 1 (velké deforméacie)
~ (3)"? (tenké obruce)

pri takejto volbe H ~ (E‘fgw

X8 ;e
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